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-L6ésungsvorschlag-

1. a) Die Funktion
f:R? SR, f(z,x)=x1e 2,

ist partiell differenzierbar (da die Koordinatenprojektionen (z;.x2) — x1 und (z1.x2) — =2
partiell diffbar und die e-Funktion diffbar sind, ist auch die Komposition und das Produkt
diffbar) mit

81f($1, IL‘Q) = e_‘”

und
Oaf(x1,22) = 21 (e*‘”2 . (—1)) =—xje *2
fiir alle = (21, 72) € R
b) Die Funktion
g:R* SR, g(x1,x3) = sin(zy - 22) + cos(zF — x3),

ist partiell differenzierbar (da die Koordinatenprojektionen (1, x2) — x1 und (z1,x2) — x2

partiell diffbar sind, ist auch deren Produkt bzw. Differenz partiell diffbar, und weil sin und

cos diffbar, sind also auch die Funktionen x — sin(z1 - z2) und x — cos(z? — x5) und damit

auch die Summe partiell diffbar) mit
Ohg(x1,x2) = cos(xy - x2) - T2 — sin(x% ~ ) - 29
und
Oag(x1,22) = cos(zy - x2) - x1 + sin(a:% 1)
fiir alle (z1,22) € R?.
¢) Die Funktion
o xr
2?4yt +1

ist partiell differenzierbar (setzt sich aus Produkt, Summe und Quotient der partiell diffbaren
Koordinatenfunktionen und der konstanten Funktion sowie aus Komposition mit der auf
10, oo] diffbaren Wurzelfunktion zusammen) mit

h:R* =R, h(x,y):x3y2—m+ = m3y2—x+m'(:v2+y4+1)_%,

1
Oih(z,y) = 3077 — 1+ @ +y' + )7F —a S @4yt + 1) 2

und 1
O1h(z,y) = 203y — x 5(1’2 + y4 + 1)7% T

2. Wir haben eine stetige Funktion f : D — R auf der Einheitskreislinie
D = {(:c,y) c R? | 2?4+ 9% = 1}

zu betrachten und zu zeigen, dafl f weder surjektiv noch injektiv sein kann.

Wir zeigen: f ist nicht surjektiv:




Da D C R? kompakt und f stetig, ist nach dem Satz von Weierstral f(D) C R beschrinkt. Also
gilt f(D) # R, und damit kann f nicht surjektiv sein.
Wir zeigen: f ist nicht injektiv:

Wir betrachten auf D die beiden verschiedenen Punkte (1,0) und (—1,0): im Fall f(1,0) = f(—1,0)
ist f nicht injektiv, und ansonsten kénnen wir ohne Einschrénkung f(1,0) > f(—1,0) annehmen,
so daf} fiir den Mittelwert

m— £(1,0) +2f(_1’0) dann f(1,0) >m > f(-1,0)

gilt. Wir wahlen nun fiir die Einheitskreislinie D die Parametrisierung

¢ :[0,27] = R%, () = (cost, sint).
Damit ist die Funktion
h=foep:[0,2r] - R

als Verkniipfung der stetigen Funktionen ¢ : [0,27] — R? und f : D — R mit W,, = D selbst
stetig, und es gilt

h(0) = f(p(0)) = f(1,0)  und A7) = f(p(27)) = f(1,0)
h(m) = f(p(m)) = f(=1,0),

also
h(0) > m > h(r) sowie h(m) < m < h(2m).

Folglich existiert fiir die Funktion h nach dem Zwischenwertsatz eine Stelle & € |0, 7[ mit (&) = m
und eine Stelle & € |7, 27[ mit h(£2) = m; damit ist aber (p1,q1) = ¢(&1) ein Punkt von D oberhalb
der z—Achse mit

for,q1) = f(e(&1)) = h(&1) =m
sowie (p2,q2) = p(&2) ein Punkt von D unterhalb der xz—Achse ebenfalls mit
f(p2,q2) = f(@(&2)) = h(&2) = m.

Da nun (p1,q1) und (p2,q2) zwei verschiedene Punkte auf D mit f(p1,q1) = f(p2, ¢2) sind, kann f
nicht injektiv sein.

. Sei r > 0. S, ist beschrankt und abgeschlossen, also kompakt, also nimmt die stetige Funktion f
nach dem Satz von Weierstral f (auf S,) ihr Maximum an.

Wir suchen die Kandidaten fiir globale Extremstellen von f, und vergleichen anschliefend die
Funktionswerte der Kandidaten in einer Wertetabelle.

Dazu parametrisieren wir S, durch
@ :[0,2n] — R%  ©(t) = (rcost,rsint).
Die Funktionswerte von f auf S, sind dann gegeben durch
h(t) := f(p(t)) = f(rcost,rsint) = r?cos®t + rsint, t € [0,2n].
h ist differenzierbar mit
B (t) = —2r%cost -sint +rcost = rcost-(—2rsint+1) =0

< cost=0 V rsint=

3 1
gv g oder t € [0,2x] mit sint = o

M Ol =

t[0,2
€[0,27] ‘=



Wir treffen nun die Fallunterscheidung

1. Fall: 0<r<

also o > 1, also gibt es kein ¢ € [0,27] mit sint = 5.

Dann ist fiir r < 2r

Fﬁrrz%ist%zlund sint=1<+=1t=73.
Die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von h sind also ¢t =0, 3, 3T 9.

2
—> Die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von f auf S, sind also

(;Ua y) = (Tv 0) ) (07 T’) ’ (07 —T’) ) (’r7 0)
—— e e
©(0) o(3) e(3r) p(2m)

N po|—

Wegen 0 < r < 3 ist —r < r? <r, also hat f also das Maximum r (angenommen im Punkt (0,7)).

2. Fall: 7> 1

Dann ist fiir 0 < 5~ < 1, also gibt es in [0, 27] genau 2 Losungen von sint = 5.

Die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von A sind also

’ 1
7; g, 2r  und t € [0,27] mit sint = o

—> Die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von f auf S, sind also
1
(x,y) = (r,0) , (0,7) , (0,—7r) , (r,0) und (rcost,rsint) fir t¢€ [0,27] mit sint = —.
O 2

—— N—— —— r
©(0) () (3
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ENT,

H
f(x,y)H r? ‘ r ‘ —r ‘ r? 4+

Auf den letzten Funktionswert kommt man wie folgt:
Fiir sint = % ist

1 1 2 t=1—sin? : 1
f(rcost,rsint) :f(rcost, 5) =r2cost = ¥ L r2(1 —sm2t)+§

2

1 1 11 1
2 2 2

- 1—7> - 2 2.1 _ 1
T( w2) T2 ity T

Wegen r # % ist r < r? 4 %, also hat f das Maximum r? + ﬁ (angenommen in den zwei Punkten

(rcost,rsint) mit sint = -, t € [0, 27]).

. Wir zerlegen, wie im Beipiel aus der Vorlesung, D in Kurven
X ={(zr,y) e D|z+y=c}, ¢>0,

bestimmen das Maximum von f auf X, und bilden dann das Supremum (Maximum) der Kurven-

maxima.



Sei nun ¢ > 0. Wir parametrisieren X, fiir ¢ > 0 durch
©:[0,c] — R%  o(t) = (t,c—1t).
Die Funktionswerte von f auf X, sind dann gegeben durch
h(t) := f(ot) = flt,e—t) = e - (P + (c—t)}) =e ¢ (28> = 2tc+ %), te[0,d.
h ist differenzierbar mit

W(t)=e® (4 —20) =0 t:%.

Die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von h auf [0, ] sind also t =0,
= Die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von f auf X, sind also

, C.

Nlo

-0, (53) €0

»(0) v(c)

c

e(5)
Aus der folgenden Tabelle
@ | 0o | 69| @o
f(@,y) y

—c.
2

erkennt man, da8 f auf X, (nur) in den Punkten (0, ¢) und (¢, 0) den Maximalwert e~¢-¢

Wir betrachten nun also die Funktion

e . ?le e 2

2 annimmt.

M:[0,00] — R, M(c)=¢e¢

Diese Funktion beschreibt das Maximum von f auf X,; auch fiir ¢ = 0, denn dann ist Xy = {(0,0)}
und M (0) =0 = f(0,0).
M ist differenzierbar mit

M'(c)=—e“c+e 2 = e“(2c—c%) =e“c-(2-¢) =0 <= ¢c=0Vc=2
Ferner ist

>0, fiir c€]0,2] = f ist streng mon. wachsend auf [0, 2]
M'(c)< =0, fiirc=2 ;
<0, firce€|2,00] = f ist streng mon. fallend auf [2, oo]

also hat M in ¢ = 2 das globale Maximum M (2) = 4e~2, also ist 4e~2 das globale Maximum von
f (angenommen in den Punkten (0,2) und (2,0)). f hat also ein globales Maximum, was nicht
selbstversténdlich ist, da D nicht kompakt ist.

Es ist also

sup {f(z,y) : (z,9) € D} = max{f(zx,y) : (z,y) € D} = 4e”*.



